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Θέμα Β  

Β1. Το πεδίο ορισμού της f g  είναι η λύση του συστήματος  
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Άρα η f g  έχει πεδίο ορισμού το σύνολο ( )0,+  και τύπο  
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B2. Η συνάρτηση f g  είναι παραγωγίσιμη, ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με  
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.  

Συνεπώς η συνάρτηση f g  είναι γνησίως φθίνουσα και άρα είναι 1−1. Οπότε και αντιστρέφε-

ται. Για τον υπολογισμό της αντίστροφης έχουμε:  
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Για να έχει νόημα η (1) πρέπει 
y 2

0
y 1

+


−
. Οπότε  
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( )( )
y 2
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−
.  

Συναληθεύοντας όλους τους περιορισμούς για το y, έχουμε y 1 . Τότε η (1) δίνει  

y 2
x n

y 1

+
=

−
.  

Οπότε η αντίστροφη συνάρτηση της f g  είναι η ( ) ( ) ( )
1 x 2

φ x f g x n
x 1

− +
= =

−
, με x 1 .  

B3. Η συνάρτηση φ είναι παραγωγίσιμη, ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με  
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Άρα η συνάρτηση φ είναι γνησίως φθίνουσα.  

Β4. Για το ( )
x 1 x 1
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−
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Οπότε  
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Ομοίως, για το ( )
x x

x 2
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x 1→+ →+
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−
, θέτουμε 
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Οπότε  
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Θέμα Γ  

Γ1. Η f έχει πεδίο ορισμού το 
3π

,
2

 
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 

. Εφόσον είναι συνεχής, είναι συνεχής και στο 0. Οπότε  
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Πρέπει 1 n λ λ n λ 1 λ− =  = − . Η εξίσωση αυτή έχει προφανή ρίζα το 1. Θεωρούμε τη συ-

νάρτηση ( )g : 0,+ → , με τύπο ( )g λ n λ λ 1= + − . Η g είναι παραγωγίσιμη με  

( )
1

g λ 1 0, λ 0
λ

 = +   .  

Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα και συνεπώς η ρίζα λ = 1 είναι μοναδική. Οπότε  
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Γ2. Αρκεί να αποδείξουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x 0= . Είναι  
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Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0, με ( )f 0 1 = . Αν ω είναι η γωνία που σχηματίζει η εφαπτο-

μένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο ( )Α 0,1  με τον άξονα x x , τότε  
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π
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4

 =  =  = .  

Γ3. Η f είναι παραγωγίσιμη στο 
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,
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Τα κρίσιμα σημεία της είναι μόνον οι ρίζες της εξίσωσης ( )f x 0 = . Έχουμε:  

➢ Για x 0 :  
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−
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  η εξίσωση γίνεται  
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π 5π
εφx 1 x ή x

4 4
=  = = .  

Συνεπώς τα κρίσιμα σημεία της f είναι τα 
π 5π

και
4 4

.  

Γ4. Η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )Μ α, f α , α 0  έχει εξίσωση  

( ) ( )( )
( )

( )
2

1 1
y f α f α x α y x α

1 α 1 α
− = −  − = −

− −
.  

Για y = 0 η τελευταία ισότητα δίνει x 2α 1= −  και συνεπώς ( )Β 2α 1,0− . Εφόσον το Μ κινείται 

πάνω στην καμπύλη ( )y f x=  οι συντεταγμένες του μεταβάλλονται και άρα είναι συναρτήσεις 

του χρόνου t. Ομοίως και του σημείου Β. Άρα η τετμημένη του Β είναι η συνάρτηση x, με τύπο  

( ) ( )x t 2α t 1= − .  

Συνεπώς ο ρυθμός μεταβολής της είναι  

( ) ( )
( )2α t

x t 2α t 1 1
3

 = − = − − .  

Τη χρονική στιγμή 0t  κατά την οποία το σημείο Μ έχει τετμημένη −1, έχουμε ( )0α t 1= − . 

Οπότε για 0t t=  έχουμε  

( )
( )0

0

2α t 2 1
x t 1 1

3 3 3
 = − − = − = − .  

Θέμα Δ  

Δ1. Η f είναι παραγωγίσιμη, με  

( ) xf x e 2x e = + − .  

Η συνάρτηση f   είναι συνεχής στο  0,1  και  

( ) ( )f 0 1 e 0, f 1 2 0 = −  =   

Άρα από θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0x 0,1  με ( )0f x 0 = . H f   είναι 

παραγωγίσιμη, με ( ) xf x e 2 0 = +  . Άρα f   και συνεπώς η ρίζα ( )0x 0,1  είναι μοναδική. 

Για το πρόσημο της f   έχουμε  

( ) ( ) ( )
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Ο πίνακας μεταβολών των τιμών της f είναι  
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Είναι  

( ) 0 0x x
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Οπότε  
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Δ2. Για 0x x  είναι ( ) ( )( )
0

0
x x
lim f x f x 0
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− =  και ( ) ( )0f x f x 0−  . Οπότε  

( ) ( )0x x 0

1
lim

f x f x→
= +

−
.  

Επίσης,  
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Εφόσον  

( ) ( ) ( ) ( )0 0x x x x0 0

1 1
lim 1 lim 1

f x f x f x f x→ →

   
− = + = +      − −   

,  

από κριτήριο παρεμβολής έχουμε  

( ) ( )0x x 0 0
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.  

Δ3. Η εξίσωση ισοδύναμα γράφεται  

( ) 0f x x x 0+ − = .  

Θεωρούμε τη συνάρτηση g, με τύπο ( ) ( )  0 0g x f x x x , x x ,1= + −  . H g είναι συνεχής στο 

διάστημα  0x ,1 . Επίσης, ( ) ( ) 0 0g 1 f 1 1 x 1 x 0= + − = −  , διότι ( )f 1 0=  και  

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0g x f x x x f x 0= + − =  ,  
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διότι  )0f x ,+  και άρα ( ) ( ) ( )0 0f x f 1 f x 0   . Συνεπώς, από θεώρημα Bolzano υπάρ-

χει τουλάχιστον ένα ( )0ρ x ,1 , τέτοιο, ώστε ( ) ( ) 0g ρ 0 f ρ ρ x=  + = . H g είναι παραγωγί-

σιμη, με  

( ) ( )g x f x 1 0 = +  ,  

διότι 0x x  και η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  0x ,1 . Άρα ( ) ( )0f x f x 0  = . Συνεπώς η 

g είναι γνησίως αύξουσα και άρα η ρίζα της είναι μοναδική.  

Δ4. Από το Δ3 έχουμε ( ) ( ) 0g ρ 0 f ρ x ρ=  = − . Για την f ισχύει το ΘΜΤ στο  0x ,ρ  και 

συνεπώς, υπάρχει ( )0ξ x ,ρ  τέτοιο, ώστε  

( )
( ) ( )0

0

f ρ f x
f ξ

ρ x

−
 =

−
.  

Όμως 0x ξ ρ κ 1     και η f   είναι γνησίως αύξουσα, έχουμε  
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( ) ( )
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−
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